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CINEMATICA DEL ROBOT

e (Cinematica Directa
e (Cinematica Inversa

e Matriz Jacobiana
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Problema cinematico del robot

Cinematica del robot: Estudio de su movimiento con respecto a un sistema de
referencia:

— Descripcion analitica del movimiento espacial del robot como una funcion
del tiempo.

— Relaciones entre la posicion y orientacion del extremo del robot
(localizacion) y los valores de sus coordenadas articulares.

Problema cinematico directo: Determinar la posicion y orientacion del
extremo del robot, con respecto a un sistema de coordenadas de referencia,
conocidos los valores de las articulaciones y los pardmetros geométricos de los
elementos del robot.

Problema cinematico inverso: Determinar la configuracion que debe adoptar
el robot para alcanzar una posicion y orientacion conocidas.

Modelo diferencial (matriz Jacobiana): Relaciones entre las velocidades del
movimiento de las articulaciones y las del extremo del robot.
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Relacion entre cinematica directa e inversa

Valor de las
coordenadas
articulares

(qla (ha cee qn)

Cinematica directa

<

> Posicion y

orientacion del
extremo del robot

q, =f,(xy.zoBy
9@ =fHEyzoBy

qy =S (xy.z,00B,Y)

Cinematica inversa

(x,y.2,0,57)
X =f(Ap, Ao - 5 )
Yy =5 s -5 G
z=/(q,q - » G
o =fo ()5 Doy - 5 )
B=75(q1> 9 -+ 5 9
Y=/ Ao - > )
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a» Obtencion del modelo cinematico directo (1)

 Mediante relaciones geomeétricas:
— Robots con pocos grados de libertad.

— No es un método sistematico.

y A

x=1,cosq,+1,cos(q,7q,)

y=1;senq, +1,sen(q,;+q,)

»
X
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a» Obtencion del modelo cinematico directo (1l)

 Mediante matrices de transformacion homogénea:

A cada eslabon se le asocia un sistema de referencia solidario.

Es posible representar las traslaciones y rotaciones relativas entre los
distintos eslabones.

La matriz “'A. representa la posicion y orientacion relativa entre los
sistemas asociados a dos eslabones consecutivos del robot.

Representacion total o parcial de la cadena cinematica del robot:
° 0A3 — OA] 1A22A3
.« T=0A,=0A,'A,2A,3A, %A, 5A,

Existen métodos sistematicos para situar los sistemas de coordenadas
asociados a cada eslabon y obtener la cadena cinematica del robot.
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« Permite el paso de un eslabon al siguiente mediante 4 transformaciones basicas,
que dependen exclusivamente de las caracteristicas constructivas del robot.

 Las transformaciones basicas que relacionan el sistema de referencia del

Representacion de Denavit-Hartenberg (D-H)

elemento i con el sistema del elemento i-/ son:

1.- Rotacion 0, alrededor del eje z .

3.- Traslacion a, a lo largo del eje x..

i—lA. _
i =

[C0;
S6;
0
0

[C0;
S6;
0
0

-S56;
Co;
0
0

O = OO

—CaiSQZ-
Ca@O(:?,
Sai
0

0

-0 O O
o OO -

1
0
110 0
SazSez
—SaiOBi
COJ,,;
0

0

0
1
)

2.- Traslacion d. a lo largo del eje z ;.

4.- Rotacion o alrededor del eje x..

0
0
d

[

1

T(Z, gi)T(O, 0, di)T(ai, 0, O)T(X, ai)

aiCQ{
a,SQ,

d;
1

oo O -

o O = O

o - O

S

- O

o OO

CCM@
SO(Z'

—SO!Z'
C’a,-

= o oo

Automatizacion y Robdtica.

Cinematica.




Algoritmo de Denavit-Hartenberg (1)

Numerar los eslabones comenzando con / (primer eslabon movil de la cadena)
y acabando con n (Gltimo eslabon movil). Se numerara como eslabon 0 a la
base fija del robot.

Numerar cada articulacion comenzando por / (la correspondiente al primer
grado de libertad) y acabando en n.

Localizar el eje de cada articulacion. Si ésta es rotativa, el eje sera su propio
eje de giro. Si es prismatica, serd el eje a lo largo del cual se produce el
desplazamiento.

Para i de 0 a n-1 situar el eje z, sobre el eje de la articulacion i+1.

Situar el origen del sistema de la base {S,} en cualquier punto del eje z,. Los
ejes X, €y, se situardn de modo que formen un sistema dextrogiro con z,.

Automatizacion y Robdtica.
Cinematica.



Algoritmo de Denavit-Hartenberg (11)

Para i de / a n-1, situar el sistema {S.} (solidario al eslabon i) en Ia
interseccion del eje z con la linea normal comun a z_, y z. Si ambos ejes se
cortasen se situaria {S.} en el punto de corte. Si fuesen paralelos {S.} se
situaria en la articulacion i+1/.

Para i de / a n-1, situar Xx; en la linea normal comina z_, y z.
Para i de / a n-1, situar y, de modo que forme un sistema dextrogiro con X; y z..

Situar el sistema {S_} en el extremo del robot de modo que z, coincida con la
direccionde z, , y x,seanormalaz_,y z,.

Obtener 0, como el angulo que hay que girar en torno a z_, para que X, ; y X,
queden paralelos.

Obtener d. como la distancia, medida a lo largo de z
desplazar {S.,} para que X; y x., quedasen alineados.

que habria que

1-1°
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Algoritmo de Denavit-Hartenberg (111

Obtener a, como la distancia medida a lo largo de x,, que ahora coincidiria con
X. 1, que habria que desplazar el nuevo {S.,} para que su origen coincidiese

con {S.}.

Obtener o. como el angulo que habria que girar en torno a x,, que ahora
coincidiria con X ;, para que el nuevo {S. ;} coincidiese totalmente con {S.}.

Obtener las matrices de transformacion A, .

Obtener la matriz de transformacion que relaciona el sistema de la base con el
del extremo del robot T =°A, 'A, ~ ™A |

La matriz T define la orientacion (submatriz de rotacidon) y posicion
(submatriz de traslacion) del extremo referidas a la base en funcion de las n
coordenadas articulares.
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Modelo cinemadatico directo: Ejemplos (I)

d a o
I 0 0
d 0 0
d 0 0
1 0 0
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Modelo cinemadatico directo.: Ejemplos (1l)

Articulacion 0 d a o
1 0, 0 0 -90
2 0, N 0 90
3 05;-90 0 -1, 90
4 0,4 15 0 -90
5 05 0 0 90
6 O¢ 1 0 0
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Problema cinematico inverso

El objetivo del problema cinematico inverso consiste en encontrar los valores
que deben adoptar las coordenadas articulares del robot, q={q;, 95, ... q,}, para
que su extremo se posicione y oriente segun una determinada localizacion
espacial.

La resolucion no es sistematica: Depende de la configuracion del robot y
pueden existir soluciones multiples.

Solucion cerrada:

qk = fk (xayazaaaﬁ;Y)

— Posibilidad de resolucion en tiempo real.
— Posibilidad de incluir restricciones que garanticen la mejor solucion.
— Posibilidad de simplificaciones.

— No siempre existe.
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Obtencion del modelo cinematico inverso

Métodos geométricos:

— Se suele utilizar para obtener los valores de las primeras variables
articulares, que son las que posicionan el robot (prescindiendo de la
orientacion de su extremo).

— Utilizan relaciones geométricas y trigonométricas sobre los elementos del
robot.

Matrices de transformacion homogénea:

— Despejar las n variables g; en funcion de las componentes de los vectores
n,o,ayp.
Desacoplo cinematico:

— Para determinados robots con 6 grados de libertad.

— Resolucion independiente de los grados de libertad que posicionan y de
los que orientan.
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a» Resolucion por metodos geométricos (1)

qi = arctan (&)
De

rt =p; + P, =
r?+p2 =15 +135+ 2l5cosgs

Patpy TP 1313
2ol

COSqg =

sings = /1 — cos? g3

++/1 — cos? (B)

g3 — arctan (
COS q3

Automatizacion y Robdtica. 14
Cinematica.



a» Resolucion por metodos geometricos (11)

p=0—-«a

8 = arctan (&)

r

Dz
= arctan
(i\/p% + pé)

( I3 sinqs )
a = arctan

lo + 13 cosqs

Pz I3 sin g3
g2 = arctan — arctan I+ 1
4 /p% + pi 2 3 CO5 43
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a» Resolucion por matrices de transformacion (1)

Z4 i §
L
T Articulacion 0 d o

3 d
1 o, 1L, 0 90
| 2 0, 0 0 -90
| AL 3 0 d 0 0
d3
0 Co 0 =5 0 1 0 0 0
0 1 o 52 0 02 0 2 . 01 0 0
L Az 0 -1 0 o |0 01 ds
I 1 0 0 0 1 0 0 0 1
_0102 —Sl —0182 0 0102 —Sl —0152 —d30182
]—1 OA . 5102 Cl —5152 0 T — OA . 5102 Cl —5152 —dgsng
2= 52 0 Cz ll o 3= Sg 0 02 d302 + ll
00 0 1 0 0 0 1
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a» Resolucion por matrices de transformacion (11)

T = A, 1A, 2A,

(CA)7IT = 1A, 2Ag

01 Sl 0 Ny 0Oy Ay Py 02 0 —SQ 0 1 0 0 0
0 0 1 —-lL||ny o ay py| _ |S2 0 Cs 00 1 0 O
S. —-C; 0 n, 0, a, P;| 0 -1 0 0|0 0 1 ds
| 0 o 0 1[0 0 0 1] |0 0 0 1] [0 0 0 1]
. SQ 0 02 02d3
— 0 -1 0 0
0 0 0 1]

Eligiendo el elemento (3,4):

S1pz —Cipy =0 = tanb, = (@) = 61 = arctan (%)
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Resolucion por matrices de transformacion (111)

02 SQ 0 0 01 Sl 0 Ny Oy Gy Pz 1 0 0 0
0 0 -10/{0 0 1 | |n, 0, a p,| _ |01 0 0
—SQ 02 0 0 Sl —Ol 0 ny; 0 ap pP: - 0 0 1 d3
o o0 o0 1J]/0 o0 0 1][0 0 0 1 0 0 0 1]
0201 0251 SQ —llsg_ -Tb$ O Qg pw_ -1 0 0 0_
-5 Ci 1 0 ny o, ay py| _ |01 0 O
—Sgcl —SgSl CQ —llcg Ny 0y Qz P - 0 0 1 d3
0 o 0o 1 |0 0 0 1] 0 0 0 1]
Eligiendo el elemento (1,4):
C S
020110;:,- + Cs Slpy + Szpz — 15, =0 = |0 =arctan— 11;; + ] 1Dy
z — &1

Eligiendo el elemento (3,4):

—855C1py — S2S1py + Cop, — Coli =ds = |dg = Ca(p; — l1) — S2(Cips + S1ipy)
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a» Resolucion por desacoplo cinematico (1)

Articulacion 0 d a o
1 0, 1 0 -90
2 0, 0 1, 0
3 03 0 0 90
4 0, I 0 -90
5 05 0 0 90
6 05 4 0 0

Pm = 0005

= Pm =Pr— l4z6

pr = 0006

Pr = [P:capyapz]T§ Zg — [awaa'yaaz]T

M Dz — l4aw
Pm= |Pmy | = | Py — l4afy
Pmz P, — laa,
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Resolucion por desacoplo cinematico (1l)

‘R = “R3 °Rg = [n o 3]

R¢ = Ry "Rs "Rg = ("R3) "' [moa] = (°Rs)? [no a]

iy 51y _ (3 T (0 T =
R; °Rg = "R4)" ("R3)" [noa] = |f;=arctan Cas(Crag + Siay) + Sasa.

‘R¢ = ("Rs)" Ra)" "Rs)" [noa]
U

(C1C23Cy — S184)a, + (S1C23Cy + 0154)% — S23C4a,
C1S23a, + S1523ay + Coza,

fs = arctan

—(0102354 + 5] 04)713; + (0104 -5 02354)?1y + So354m,
—(01 Co3S4 + 51 04)0;3 + (01 Cy — 5102354)0y + S935410,

f¢ = arctan
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Matriz Jacobiana

Jacobiana directa

Velocidad »  Velocidades
de las del extremo
articulaciones del robog
(qla qQos - s qn) < . . (x, YV, z, Q, ﬁ, ’)0
Jacobiana inversa
C.ll :f] ()C., );, 2’ .’ ﬁ’ 7./ ).C :ﬁc(q.la Ciza M) Cin)
c.12 :fz ()E, )./, %’ .’ ’ 59 5/ :];(q.la Ciza et Cin)

Z=£(q), o e s Q)
= [ (s Gy - > 4

B=13 - » 4
GL=f(5 02 6B P Y=/ s - > Q)

Qe
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Jacobiana directa

L = fw(qlaQ2a' i
a = fa(q13q2-,---

qi

dn

52
>

s Qn)
2 dn)

con J =

Yy =
8=

of
v = Z 861?

3 Zafﬁ

| Oq

[ 0fs

of

fy(QIaQ2:~- . 7Q”n,)
fﬁ(q17q2a .. '7Q'n)

of,
Aqn

B3
>

S fz(QIana"'aQH)
Y= f’Y(qlaq27"'7Q'n)

= Matriz Jacobiana
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a» Jacobiana inversa

(> J

* Inversion simbolica de la matriz Jacobiana:
— Gran complejidad: matriz 6x6 de funciones trigonométricas.

« Evaluacion e inversion numérica de la matriz Jacobiana:

— Necesidad de recomputo continuo.
— En ocasiones J no es cuadrada { Matriz pseudoinversa (J JT) !
— En ocasiones el determinante de J es nulo: configuraciones singulares.

e A partir del modelo cinematico inverso:

g1 | Ed -9f1
Oz
q1 — fl(xayazaaaﬁaf)()
. _ J—l . J—l -
dn = fn(mayazaaaﬁaf}’) . :
| dn_ Y - Oz
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a» Configuraciones singulares

Jacobiano (determinante de la matriz
jacobiana) nulo.

 Incremento infinitesinal en coordenadas
cartesianas implica incremento infinito
en coordenadas articulares.

300 T
 Implica pérdida de algin grado de
libertad.

40T

180 4

* Tipos:

120

— En los limites del espacio de trabajo — 5 3
del robot. 1

— En el interior del espacio de trabajo

del robot. : : :
* Requieren su estudio y eliminacion. ‘
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